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Розроблено методику визначення ефективних пружних сталих композиту, 
односпрямовано армованого двома типами транстропних порожнистих воло-
кон. Це важливо, тому що визначення цих характеристик є невід’ємним 
етапом при проєктуванні конструкцій з композиційних матеріалів. Підхід ба-
зується на використанні аналітичних формул для визначення пружних харак-
теристик двокомпонентного композиту з транстропними матрицею та по-
рожнистим волокном. Розглядається гексагональна укладка волокон при пері-
одичній структурі армування. Використовується подвійна гомогенізація. Ком-
позиційний матеріал умовно розбивають на гексагональні області двох видів. 
Перший – порожнисте волокно з одного матеріалу і оточуюча його матриця. 
Аналогічно, другий – з порожнистим волокном з іншого матеріалу. При першій 
гомогенізації визначаються пружні сталі транстропного матеріалу кожної з 
двох областей. При повторній гомогенізації область першого виду приймаєть-
ся за «умовне» волокно, область другого виду – за «умовну» матрицю. Обчис-
лено ефективні пружні сталі для композиту, армованого двома типами ізот-
ропних порожнистих волокон. Запропонована методика дає хорошу збіжність 
результатів обчислень з розрахунками за відомими формулами. Максимальна 
відносна похибка обчислення поздовжніх пружних характеристик у порівнянні 
з відомими формулами не перевищує 0,05 %. Побудовано залежності деяких 
ефективних пружних сталих від об’ємного вмісту порожнистих волокон різ-
них типів. Використовуючи даний підхід, можна моделювати трикомпонентні 
композити, варіюючи матеріалами матриці, порожнистих волокон та їх 
об’ємним вмістом. Завдяки цьому стає можливим прогнозування міцності та-
ких композитів до певних деформацій на стадії проєктування. 
Ключові слова: трикомпонентний односпрямований композит, транстро-
пні порожнисті волокна, ефективні пружні сталі, гомогенізація. 
 
1. Вступ 
Композиційні матеріали набули широкого застосування завдяки своїм вла-
стивостям і експлуатаційним характеристикам у машинобудівній, авіабудівній, 
ракетобудівній та інших галузях. Композити широко використовуються при 
створенні транспортної, туристичної інфраструктури тощо. Одним із способів 
зменшення матеріалоємності композиційних матеріалів є використання порож-
нистих волокон. Дослідження підтверджують перевагу таких волокон в якості 
армуючих елементів в порівнянні з суцільними при певних видах навантажень. 
На основі композитів розроблено велику кількість матеріалів і конструк-






При проєктуванні композиційного матеріалу існує багато параметрів, ва-
ріювання якими дає можливості створювати матеріали із наперед заданими вла-
стивостями. Виготовлення усіх можливих варіантів композиційного матеріалу 
й проведення натурних випробувань є досить вартісною процедурою. Тому пе-
ред виготовленням зразків для випробувань, доцільно значно обмежити їх кіль-
кість, відкинувши неприйнятні варіанти. Це можна зробити за допомогою су-
часних систем автоматизованого проєктування, які моделюють композиційний 
матеріал в умовах реальної експлуатації. Одним із етапів такого моделювання є 
гомогенізація композиційного матеріалу, тобто подання неоднорідного матері-
алу однорідним із певним чином «осередненими» характеристиками. Ці харак-
теристики називають ефективними. 
Наявність декількох сортів волокон також ускладнює процедуру отриман-
ня ефективних пружних сталих, тому аналітичні співвідношення для таких 
композиційних матеріалів знайдені при використанні великої кількості гіпотез, 
які зменшують математичну складність задачі. Застосування гомогенізації зна-
чно спрощує розрахунки, тому що врахування у математичній моделі характе-
ристик та розташування кожного волокна на порядки збільшує витрати машин-
них та часових ресурсів, а інколи й унеможливлює такі розрахунки. 
Чим більше властивостей складових враховано в процесі гомогенізації, тим 
більш адекватними будуть співвідношення для ефективних характеристик ком-
позиційного матеріалу. Так, для деяких сортів волокон поперечні та поздовжні 
пружні характеристики можуть відрізнятися на один-два порядки, тому враху-
вання транстропних властивостей складових є актуальним й представляє знач-
ний практичний інтерес. 
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
Визначенню ефективних пружних сталих композиційних матеріалів з по-
рожнистими волокнами присвячені статті, основані на даних експерименталь-
них та теоретичних методів дослідження. Зокрема, розглядаються двохфазові 
волокнисті композити. Серед останніх робіт слід відзначити [1–7]. 
Так, в [1] дослідження локальних напружень в композиційному матеріалі з 
порожнистими волокнами проводиться чисельним методом. З’ясувалося, що 
зміна товщини стінки порожнистого волокна впливає більшою мірою на попе-
речні характеристики композиту, ніж на поздовжні. Дослідження [2] присвяче-
но висвітленню порівняння результатів експериментальних випробувань ком-
позитів, армованих порожнистими та суцільними волокнами. Зокрема, прове-
дені випробування на розтяг, стиснення, витяг та ударостійкість. Порівняння 
використання суцільних та порожнистих волокон в якості армуючих елементів 
при випробуванні композитів на ударостійкість, наведено у [3]. Дослідження 
проводиться методом скінченних елементів. Цей же метод використано у [4] 
для оцінки ефективних поздовжнього та поперечного модулів пружності ком-
позитів з порожнистими та суцільними волокнами. Результати експеримента-
льних досліджень при випробуваннях на удар односпрямованих композиційних 
матеріалів, армованих порожнистими, суцільними та змішаними поліефірними 







рення та використання композитів з порожнистими скляними та вуглецевими 
волокнами. Зокрема, показано, що такі композити демонструють високі механі-
чні характеристики.  
Проведені дослідження підтверджують перевагу армування порожнистими 
волокнами в порівнянні з суцільними. Однак слід відзначити, що у роботах [1–
6] використані експериментальні або чисельні методи, що не дозволяє провести 
аналітичний аналіз залежності ефективних пружних сталих від параметрів 
складових композиту. Дослідження кожного разу проводились для конкретних 
композиційних матеріалів. В такому випадку для кожного нового набору пара-
метрів складових виникає необхідність проводити велику кількість нових роз-
рахунків або натурних випробувань. Це є певним недоліком в порівнянні з ана-
літичними методами, оскільки, використовуючи аналітичні формули, можна 
автоматизувати розрахунок ефективних пружних сталих, і проводити обчис-
лення, варіюючи вхідними параметрами композиційного матеріалу. 
У [7] отримано загальні співвідношення для обчислення ефективних пруж-
них характеристик композиту з транстропними п’єзоелектичними порожнистими 
волокнами. Використовується метод представницького об’ємного елементу. Од-
нак наведені співвідношення не мають замкненого аналітичного вигляду, що зна-
чно ускладнює їх використання при розрахунку ефективних характеристик. 
Для двокомпонентних композиційних матеріалів, односпрямовано армова-
них порожнистими волокнами, відомі співвідношення для визначення основних 
ефективних пружних характеристик. Ці формули отримані різними науковцями 
з застосуванням методу послідовної регуляризації та методу сумішей. Однак в 
обох групах співвідношень враховуються лише ізотропні властивості складових 
композиту. Зрозуміло, що додавання хоча б ще одного сорту волокна значно 
ускладнить математичну модель, що описуватиме поведінку композиційного 
матеріалу навіть при найпростіших деформаціях. Візьмемо до уваги і той факт, 
що все частіше армуючі волокна мають трансверсально-ізотропні властивості. 
Доцільним для визначення ефективних пружних сталих трикомпонентних ком-
позитів в такому випадку є використання методу представницького елементу та 
застосування подвійної гомогенізації. 
В статті [8] викладено підхід до визначення ефективних пружних характе-
ристик трикомпонентного односпрямованого композиційного матеріалу з тран-
стропними характеристиками складових, армованого двома сортами суцільних 
волокон. Метод основується на застосуванні формул, отриманих для двохфазо-
вого композиту з транстропними властивостями складових. Цей підхід розви-
нено на випадок з періодичним армуванням порожнистими та суцільними тран-
стропними волокнами [9]. 
У [10] досліджуються мікродеформації композиційного матеріалу, стохас-
тично армованого односпрямовано орієнтованими нескінченними волокнами і 
сфероїдальними включеннями. При цьому, розглядається ізотропна матриця та 
включення з різними трансверсально-ізотропними властивостями. 
Метод сумішей для визначення ефективних пружних сталих двокомпонен-
тного композиту з порожнистими волокнами було розвинено на поліармовані 






формули враховують відмінні пружні характеристики кожного сорту волокон. 
Але використання цих співвідношень обмежується ізотропними властивостями 
всіх компонент композиту. Врахування транстропних властивостей компонент 
композиту не є розв’язаною задачею. 
Все це дозволяє стверджувати, що доцільним є проведення дослідження, 
присвяченого визначенню ефективних характеристик трикомпонентного ком-
позиційного матеріалу з транстропними складовими, односпрямовано армова-
ного порожнистими волокнами. 
 
3. Мета та задачі дослідження 
Метою дослідження є визначення пружних сталих односпрямованого ком-
позиційного матеріалу, періодично армованого двома типами транстропних по-
рожнистих волокон методом подвійної гомогенізації. Це дасть можливість вра-
ховувати більш широкий спектр властивостей складових на стадії проєктування 
й отримувати нові композиційні матеріали із заздалегідь запрограмованими 
властивостями. 
Для досягнення поставленої мети потрібно вирішити такі задачі: 
– розробити методику визначення пружних сталих вказаних трикомпонен-
тних композитів на основі подвійної гомогенізації; 
– провести розрахунок пружних сталих, використовуючи формули, отри-
мані для двокомпонентного композиційного матеріалу з транстропними матри-
цею та порожнистим волокном. 
 
4. Матеріали та методи дослідження 
Об’єктом дослідження є процеси деформування трикомпонентного компо-
зиційного матеріалу, армованого двома типами порожнистих волокон. 
До гіпотез можна віднести наступне: всі матеріали складових композиту 
підкорюються закону Гука. Припускається, що між матеріалами матриці та во-
локон виконуються умови ідеального зчеплення. 
Для розроблення підходу до визначення ефективних пружних характерис-
тик досліджуваних композиційних матеріалів використовується метод предста-
вницького об’ємного елементу. 
Для знаходження ефективних пружних сталих трикомпонентного компо-
зиту, використовувалися формули, отримані на основі кінематичного критерію 
узгодження для двокомпонентного односпрямованого композиційного матеріа-
лу з транстропними матрицею та порожнистим волокном. 
Поздовжній модуль пружності [11]: 
 
  * *1 1 1 ,

   
  
E E d f d f g
d
        (1) 
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Поздовжній модуль зсуву [12]: 
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Поперечний модуль пружності [9]: 
на основі рівності радіальних переміщень 
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Коефіцієнт Пуассона [9]: 
– на основі рівності радіальних переміщень 
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– на основі рівності окружних переміщень 
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Для перевірки адекватності запропонованої моделі, можна скористатись 
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В співвідношеннях (9)–(14): E – поздовжній модуль пружності, μ – коефі-
цієнт Пуассона, G – модуль зсуву V – об’ємна частка. Індекс i позначає величи-
ни, що відносяться до волокна і-го сорту, m – величини, що відносяться до мат-
риці. Величина qi – відношення діаметру порожнини до зовнішнього діаметру 
волокна і-го сорту. 
 
5. Математичне моделювання ефективних пружних характеристик 
трикомпонентного композиційного матеріалу 
5. 1. Методика чисельного розрахунку ефективних пружних сталих 
трикомпонентного композиційного матеріалу  
Розглядається односпрямований композиційний матеріал, армований дво-
ма типами порожнистих волокон за гексагональною схемою. Дослідження про-
водиться в рамках лінійної теорії пружності. На межі «матриця-порожнисте во-
локно» припускається ідеальне зчеплення. 
Поперечний переріз композиційного матеріалу зображено на рис. 1, а. Тут 
вся область розбита на гексагональні комірки таким чином, щоб центр кожного 
шестикутника збігався з центром волокна. Отримуємо два види гексагональних 
комірок: для порожнистого волокна І типу з оточуючою його матрицею (позначе-
но похилою штриховкою) та порожнистого волокна ІІ типу з оточуючою його ма-
трицею (позначено клітчастою штриховкою). Ізотропне волокно І типу характери-
зується такими пружними характеристиками: модулем пружності (1) ,E  коефіцієн-






поздовжній модуль пружності 1(1) ,E  коефіцієнт Пуассона 12(1) ,  поперечний мо-
дуль пружності 2(1) ,E  коефіцієнт Пуассона 23(1) ,  поздовжній модуль зсуву 12(1)G ). 
Ізотропне волокно ІІ типу характеризується, аналогічно: модулем пружності (2) ,E  
коефіцієнтом Пуассона (2)  (у випадку транстропних складових матимемо – 1(2) ,E  
12(2) ,  2(2) ,E  23(2) , 12(2)G ). Оточуюча кожне з двох типів волокон ізотропна матри-
ця характеризується модулем пружності E* та коефіцієнтом Пуассона 𝜈∗ (у випад-
ку транстропних складових – *1 ,E  
*
12 ,  
*







а       б 
 
Рис. 1. Представлення поперечного перерізу трикомпонентного композиту: а – 
до «першої» гомогенізації; б – після «першої» гомогенізації 
 
На першому етапі окремо проводимо гомогенізацію гексагональних облас-
тей з волокнами І та ІІ типу. Гексагональну комірку апроксимуємо кругом та-
ким чином, щоб його площа і площа комірки були однаковими. 
Спочатку, за формулами (1), (3)–(8), обрахуємо ефективні пружні сталі 
першої області, підставивши в них пружні сталі матриці та волокна першого 
типу. Потім за цими ж формулами – ефективні пружні сталі другої області, під-
ставивши в них пружні сталі матриці та волокна другого типу. 
Таким чином, отримаємо «умовний» двокомпонентний композиційний мате-
ріал з «умовним» волокном (області з волокнами І типу до першої гомогенізації) 
та «умовну» матрицю – (області з волокнами ІІ типу відповідно) (рис. 1, б). 
Дана методика справедлива при високій частоті армування волокнами, ко-
ли і в довжину і в ширину кількість елементарних комірок складає десятки та 
більше одиниць. При такому періодичному армуванні відношення площі комі-
рок першого типу S(1) («умовне» волокно) до площі комірок другого типу S(2) 
(«умовна» матриця) прагне до 3. 
Тоді, загальна площа поперечного перерізу композиту після першої гомо-
генізації S становитиме: 
 







де 4n – загальна кількість комірок, *(1)S  та (1)S  – площа матеріалу матриці і мате-
ріалу волокна першого сорту в «умовному» волокні, а *(2) ,S  (2)S  – площа матері-
алу матриці і матеріалу волокна другого сорту в «умовній» матриці. 
Скориставшись представленням гексагональної комірки кругом, що міс-
тить порожнисте волокно, де а(і) – радіус волокна і-го типу з порожниною, b – 
радіус круга, з (15) отримаємо: 
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З іншого боку, загальна площа буде дорівнювати S=4nπb2. Тоді 
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(1) (2)1 ,  t t t                   (17) 
 
де t*, (1) ,t  (2)t  – об’ємна частка матриці, порожнистого волокна першого та дру-





































                   (18) 
 
Тоді об’ємна частка порожнистого волокна першого сорту в «умовному» 
волокні визначатиметься як 
 
(1) (1)4 ,q t                    (19) 
 






q t                    (20) 
 
При цьому, (1) 1 1 t f g  для волокна першого сорту, а (2) 2 2 t f g  – для во-
локна другого сорту. Тут f1, f2 – об’ємна частка матеріалу волокна першого та 







На другому етапі проводимо повторну гомогенізацію. Ефективні пружні 
сталі трикомпонентного композиційного матеріалу E1, ν12, G12, E2, ν23 визнача-
тимуться за тими ж формулами. Вхідними даними будуть виступати пружні ха-
рактеристики ( )1 ,E  
( )
12 ,  
( )
12 ,G  
( )
2 ,E  
( )
23 ,  – для «умовного» волокна та 
(*)
1 ,E  
(*)
12 ,  
(*)
12 ,G  
(*)
2 ,E  
(*)
23  – для «умовної» матриці, отримані на першому етапі. 
Перевірка достовірності представленої методики реалізовано на прикладі 
розрахунку ефективних пружних сталих склопластику на основі епоксидного 
зв’язуючого ЭДТ-10 з пружними властивостями: поздовжній модуль пружності 
E*=2,9 ГПа, коефіцієнт Пуассона ν*=0,35 [14]. Як армуючі порожнисті волокна 
взято алюмоборосилікатні скловолокна з парафінно-емульсійним змастювачем 
та високомодульні скловолокна ВМ-1 із змастювачем типу 752, пружні власти-
вості яких, відповідно: (1) 73,1E  ГПа, (1) 0,25,   (2) 100E  ГПа, (2) 0,25.   
На першому етапі проведемо розрахунок пружних констант «умовного» 
волокна та «умовної» матриці. Для обчислень зафіксуємо (1) 0,05t  (при цьому 
g1=0,02), а (2)t  візьмемо в діапазоні 0,1; ..; 0,3 з кроком 0,1 (при цьому g2=0,05). 
На другому етапі проведемо розрахунок пружних характеристик компози-
ту за отриманими даними (транстропними характеристиками «умовної» матри-
ці та «умовного» волокна) при g=0 та f=0,25. 
Порівняємо значення поздовжнього модуля пружності E1, коефіцієнта Пу-
ассона ν12 та поперечного модуля пружності E2, обчислені за розробленою ме-
тодикою, та за формулами (9)–(11). Результати обчислень зведені в табл. 1. 
 
Таблиця 1 
Значення поздовжнього модуля пружності E1, коефіцієнта Пуассона ν12 та попере-
чного модуля пружності E2, обчислені за формулами (9)–(11) та (1), (3), (5), (6) 
Об’ємна 
частка 
E1, ГПа ν12 E2, ГПа 
(1)t  (2)t  (9) (1) (10) (3) (11) (5) (6) 
0.05 0.1 9.658 9.663 0.33213 0.33212 3.849 3.356 3.329 
0.05 0.2 19.368 19.375 0.32044 0.32043 4.653 5.031 5.448 
0.05 0.3 29.078 29.087 0.30945 0.30937 5.591 6.067 7.276 
 
Дані, приведені в табл. 1, демонструють високе співпадіння результатів 
обчислень за вищевикладеною методикою та за методом сумішей [13] для ком-
позиту з ізотропними матрицею та двома сортами порожнистих волокон. Так, 
максимальна відносна похибка обчислення E1 запропонованим методом у порі-
внянні з формулою (15) не перевищує 0,05 %. Максимальна відносна похибка 
обчислення коефіцієнта Пуассона ν12 у порівнянні з формулою (16), не переви-
щує 0,03 %. 
В наведеній методиці особливу увагу приділено визначенню поперечних 
характеристик, а саме поперечного модуля пружності E2 та коефіцієнта Пуа-







ктеристик. Дана методика перевірена для інших типів волокон з експеримента-
льними даними [8], і вона демонструє більшу збіжність результатів, ніж обчис-
лення за [13] та за запропонованим підходом. 
 
5. 2. Чисельне визначення ефективних пружних сталих трикомпонен-
тного композиту 
Для трикомпонентного композиту з [14] на рис. 2–6 графічно представлені 
залежності деяких ефективних пружних сталих трикомпонентного композиту 
від об’ємного вмісту порожнистого волокна другого сорту (2)t  при фіксованій 
об’ємній частці порожнистого волокна першого сорту (1) 0,05.t  
Наведені вище графіки (рис. 2, 3) дають підстави сказати, що поздовжній 
модуль пружності E1 та коефіцієнт Пуассона ν12 мають близьку до лінійної за-
лежність від об’ємного вмісту порожнистого волокна другого сорту. Збільшен-
ня об’ємної частки (2)t  приводить до збільшення поперечного модуля пружності 





Рис. 2. Залежність поздовжнього модуля пружності E1 від об’ємної частки по-





















Рис. 3. Залежність коефіцієнта Пуассона ν12 від об’ємної частки порожнистого 




Рис. 4. Залежність поперечного модуля пружності E2 від об’ємної частки поро-


































Рис. 5. Залежність поздовжнього модуля зсуву G12 від об’ємної частки порож-




Рис. 6. Залежність коефіцієнта Пуассона ν23 від об’ємної частки порожнистого 
волокна другого сорту (2)t  
 
6. Обговорення результатів застосування розробленої методики 
Отримані запропонованим методом значення ефективних пружних сталих 
(табл. 1) добре узгоджуються з розрахунками за формулами [13]. Зокрема, макси-
мальна відносна похибка обчислень для поздовжніх пружних характеристик не 
перевищує 0,05 %. При частинному випадку (якщо взяти одні і тіж характеристи-
ки волокна та провести розрахунок пружних сталих за запропонованим підходом 



























Запропонована методика розповсюджується лише на односпрямовані три-
компонентні композити з гексагональною укладкою двох видів порожнистих 
волокон для деформацій в рамках закону Гука. Особливістю є періодична стру-
ктура армування, тобто коли комірка з волокном одного типу оточена шістьма 
комірками з волокнами іншого типу. 
Аналіз графічних результатів дослідження (рис. 2–6) дозволяє виявити 
вплив наявності величини порожнини на ефективні пружні сталі досліджуваних 
композитів. 
Перевагою розробленої методики є можливість її використання для компо-
зиційних матеріалів, армованих двома сортами порожнистих волокон, як з ізот-
ропними, так і транстропними властивостями складових. Це не було враховано 
раніше у [13]. 
Слід відзначити, що метод базується на застосуванні формул, отриманих 
на основі кінематичного критерію узгодження. Тому, для визначення попереч-
ного модуля пружності E2 та коефіцієнта Пуассона ν23 в рамках запропоновано-
го підходу потрібно обирати певну пару формул. Цей вибір залежить від експе-
риментальних даних для кожного окремого композиту в залежності від пруж-
них властивостей його складових. 
Перспективним є отримання співвідношень на основі енергетичного кри-
терію й удосконалення розробленої методики на основі не семи, а п’яти формул 
для визначення ефективних пружних сталих. Такий підхід дає найкращий ре-
зультат при порівнянні з експериментальними даними. Однак, застосування ме-
тоду представницького об’ємного елементу при такому підході значно усклад-
нюється громіздкістю математичної моделі. Викладений підхід можна узагаль-
нити для довільних видів навантаження та схем укладання волокон. 
 
7. Висновки 
1. Розроблено методику визначення пружних сталих трикомпонентних 
композитів, односпрямовано армованих двома сортами порожнистих волокон, з 
транстропними характеристиками складових на основі подвійної гомогенізації. 
Метод основується на використанні формул, отриманих для односпрямованого 
двохфазового композиту з транстропними матрицею та порожнистим волок-
ном. Максимальна відносна похибка обчислення поздовжнього модуля пруж-
ності та коефіцієнта Пуассона у порівнянні з відомими формулами не переви-
щує 0,05 %. 
2. Проведено розрахунок значень ефективних пружних сталих за запропо-
нованою методикою на прикладі трикомпонентного композиту з ізотропними 
властивостями складових. Побудовано залежності пружних характеристик від 
об’ємного вмісту порожнистого волокна другого сорту. Зокрема, поперечний 
модуль пружності E2 зі збільшенням об’ємної частки порожнистого волокна з 
0,1 до 0,3 зростає приблизно на 10 %. В той час як поздовжній модуль пружно-
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